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Die parakristalline Feinstruktur nattirlicher und svathetischer Biweisse. 
Visuelles N~iherungsverfahren zur Bestimmung der Schwankungstensoren 

yon Gitterzellen 

Vo~ R. t t o s ~ _ w ~  

Sickingenstrasse 71, Berlin N.W.  87 (britischer Sektor i, Deutschland 

(Eingegangen am 28. Dezember 1950) 

An 'ideal paracrystal '  is understood to be a deformation of the ideal, i.e. periodic, crystal structure, 
obtained by replacing the constant cell edges ai by statistically determined vectors varying in both 
lengths and directions. The individual cells thereby become deformed, and so does their content. 
The theory of X.ray diffraction for this aperiodic arrangement is discussed by studying its Fourier 
transform. Only if  the deformations of the cells are small will reflexions of different orders be clearly 
separated; in any case they will be bridged by intensity ridges between neighbouring reflexions. 
From the ratio of maximum to minimum intensity on a line connecting such reflexions it is possible 
to obtain the mean-square deviations of the cell edges (both in length and in direction) from the 
average values obtained from the positions of the reflexions. The theory is applied to the discussion 
of diagrams obtained by Bear and his co-workers on keratin and collagen and by Hess & Kiessig on 
polyurethane. In  natural fibres these substances display a limited statistical variation in the length 
of the edge of the macrocell along the fibre axis, but a much larger variation in its orientation. 
In/?-keratin it is still possible to recognize a pseudo-crystalline structure of the macro lattice, but 
~-keratin displays only a kind of nematic, and collagen of smectic, close-range order. Corresponding 
to this, two- or one-dimensionally discontinuous low-angle scattering is produced. In  polyurethane 
the statistical variation in the macro lattice is so pronounced that  the structure approximates to 
that  of a cybotactic liquid and gives rise only to almost continuous low-angle scattering. The con- 
struction of the 'ideal paracrystal '  is found to be confirmed as a suitable model for the discussion 
of the X-ray effects. 

1. Hinweis au f  frfihere Untersuchungen,  in denen die 
mit t lere Streuintensit~t  eines einzelnen idealen Para- 
kristal l i ten berechnet wurde. 2. Die Form stark 
gestSrter Reflexe und die Bereichsgrenze, ausserhalb 
derer die Reflexe im Four ierraum in einander zer- 
fliessen. 3. Die Guinier 'sche N~herung ffir die Fourier- 
t ransformierte einer Ortsfunktion,  die sich nicht  
allzusehr yon einer dreiachsigen Gauss 'schen Verteilung 
unterscheidet.  4. Einf i ihrung des Schwankungstensors 
und Diskussion, wann  der Gitterfaktor durch ihn in 
guter N£herung darsteUbar ist. 5. Zusammenhang  
zwischen zusammengewachsenen Reflexpaaren und  
Schwankungstensor.  6. Visuelle Auswertung einiger 
RSntgen-Kleinwlnt :e ldiagramme faseriger Eiweiss- 
kSrper. 7. Zusammenfassung.  

1. Problemstellung 

])as Aussohen ihrer RSntgonkloinwinkeldiagramme 
legt es nahe, die Makrogitter yon Eiweissen zum min- 
dest in guter  N~herung als ' ideale Parakr is ta l l i te '  
aufzufassen. Wie Abb. 1 schematisch zeigt, schwankt  
in einem derart igen idealen Parakris tal l  der Kanten-  
vektor ak jeder Kan te  einer Gitterzelle dem Betrage 
und  der Richtung nach statistisch unabh~ngig yon den 
zuf~tlligen Wer ten  der Nachbarkanten ,  wobei ausser- 
dem auch die jeweilige Elektronenkonfiguration inner- 
halb einer Zelle unabh~ngig yon denjenigen ihrer 

Nachbarzel len und  den individuellen GrSssen der Kan-  
tenvektoren statistisch schwanken m6ge (Hosemann,  
1950a, b). Is t  p(x) die Elektronendichteverteflung 

al  a3 i 

Abb. 1. Idealer Parakristallit aus vier GitterzeUen bestehend 
(schematisch). a~ Koordinationsvektor mit H~ufigkeits- 
statistik Hk(x), durch Niveaulinien ( - - - )  gleicher H~ufig- 
keit dargestellt, p(x) individuelle Elektronendiehtever- 
teilung einer Zelle, dutch Niveaulinien (-.-) gleicher 
Elektronendiehte dargestellt. 

innerhalb  einer Zelle und bezeichnet Hk(x) die H~ufig- 
keit, mi t  der ein Kantenvektor  ak=x im Gitter ver- 
kommt,  so gelangt m a n  unter  den eben gemachten 
Voraussetzungen zu einfachen Ausdriickon fiir die 
gestreute koh~rente R6ntgenstrahlung.  

Dazu definiert man  zweckm~ssig mi t  Ewald  (1940) 
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als Fouriertransformierte B(b) einer beliebigen vor- 
gebenenen Ortsfunktion fl(x) 

B(b ) = ~(/?) = j fl(x) ~--2rl i(bx) dv~ 

und gewinnt durch Inversfouriertransformation aus 
der Ortsfunktion B(b) im Fourierraum wieder die 
Ortsfunktion/?(x) im physikalisehen Raum: 

= = f B(b) dye. 

Insbesondere bezeiehnet man als Baustoinfaktor f(b) 
und Statistikfaktor Fk(b) die Fouriertransformierten 
der Ortsfunktionen p(x) und Hk(x): 

f(b)=~(p), Fk(b)=~(Hk). (1) 

Dabei ist b der reziproke Vektor, der genau wie x im 
physikalisehen Raum auch als Ortsvektor im Fourier- 
raum aufgefasst werden kann. Er ist bei Anwendung 
der Fouriertransformation auf das Streuphi~nomen 
gegeben durch s - s o 2 sin 

I b l =  , 

we A die Wellenl~nge (A.) der R6ntgenstrahlung, 20 der 
Streuwinkel und s, s o Einheitsvektoren in Richtung der 
gestreuten und einfallenden R6ntgenstrahlen sind. 
dv~ unddv b sind Volumelemente (A.a), (A. -a) an den 
Orten x (A.) und b (A.-1), (xb) ist das dimensionslose 
skalare Produkt  beider dieser Ortsvektoren, und die 
Integration ist jeweils fiber die gesamten R~ume zu 
erstrecken. 

Betrachtet man nun (Abb. 1) einen einzelnon Para- 
kristalliten, der beim Fehlen yon GitterstSrungen die 
Gestalt eines Parallelepipedes mit den Kantenvektoren 
(N 1 - 1 )  a 1 , (N 2 - 1) a 2 , (N a -  1) a a h~tte, andernfalls 
aber mit Kra tky  .(1933, 1946) ein 'verwackeltes 
Parallelepiped' darstellt, so gilt ffir die mittlere 
Intensit~t der yon ihm gestreuten R6ntgenstrahlung 
einfach (vgl. Hosemann, 1950b): 

J = J1 + J~, (2) 

g~=N(]f[~-[flu)f~, N = N I N ~ N a ,  (3) 

Hk { N'c el (4) 

Dabei ist f~ die Streuamplitude eines Elektrons, ~ e  
bedeutet den Realteil des jeweils folgenden komplexen 
Ausdruckes und H die Produktbildung fiber die 
dahinter stehendo geschweffte Klammer ffir k =  1, 2 
und 3. Entsprechend den Koordinationsstatistiken H~ 
und der Schwankung der Elektronenkonfiguration yon 
Zelle zu Zelle sind die verschiedensten individuellen 
Parakristallite zu erwarten. Die Gleichungen (2)-(4) 
geben die mittlere Streuintensit~t, zu der jeder in- 
dividuello Parakristallit  entsprechend seiner statis- 
tisehen Gesamth~ufigkeit einen Teilbeitrag liefert. 

Wenngleich zu einer vollst~ndigen Feinstruktur- 
anMyse derartiger Gebilde die genaue Angabe der 
Koordinationsstatistiken H~ und der Statistik der 
Bausteinkonfigurationen geh6rt und diese exakt nur 

durch Photometrierung der R6ntgendiagramme zu 
erhalten sind, so lassen sich in vielen F/fllen ohne 
Photometrierung allein durch visuelle Betrachtung der 
R6ntgendiagramme und Bestimmung der Winkellagen 
der '  diskontinuierlichen' Reflexe immerhin die Haupt-  
parameter ak und Aak der Koordinationsstatistiken 
gewinnen. Der mittlere Koordinationsvektor ~k und 
seine mittlere statistische Schwankung in Bezug auf die 
Raumrichtung r ergibt sich zu 

Aakr= 4{a~r--ak----~r 2} 
we akr die Vektorkomponente von ak in Richtung r ist. 
Es sell im Folgenden gezeigt werden, dass jedes R6nt- 
gendiagramm in dem Winkelbereich, we noch deutlich 
aus einem diffusen Untergrund sich erhebende Reflex{~ 
festzustellen sind (Bereich der eigentlichen Reflexe), 
in guter :N/~herung allein durch diese Hauptwerte (5) 
bestimmt ist. Es ist sodann nicht allzu schwer, den 
Weg zu finden, wie man diese Hauptwerte durch blosse 
visuelle Betrachtung gewinnt. 

2. Allgemeines fiber den Intensit~itsverlauf 

Die folgenden Betrachtungen mSgen sich auf den 
besonders h/iufig vorkommenden Fall beschri~nken, 
dass die drei Koordinationsstatistiken H k nur jeweils 
einen h/~ufigsten Wert ffir die Koordinationsvektoren 
ak aufweisen, im fibrigen aber monoton rings um 
diesen Wert herum gegen Null absinken. Der Gitter- 
faktor (1) derartiger homogener Statistiken hat im 
Fourierraum dann einen Verlauf derart, dass I Fk(b) [ 
mit waehsendem ]b[ naeh einigen mehr oder weniger 
ausgepr/~gten Nebenmaximis gleichfalls monoton gegen 
Null geht. Stets ist wegen der Normierungsbedingung 

f Hk(x) dv~ 1 Fk(O) 1. nun 

Es ist darum ffir N k >/2 schon bei 
IFk(b) l=O,3 (6) 

in der geschweiften Klammer von (4) der zweite Sum- 
mand (Spiegelkomponente) gegen den ersten Sum- 
manden (Anteil der diffusen Komponente) vernach- 
1/~ssigbar; dies um so mehr, je gr6sser Nk gegen den 
Wert 1 ist. Ffir Nk = 1 aber geht die ganze geschweifte 
Klammer fiber in den Wert 1. Die Produktbildung in 
(4) ist darum bei derartigen parakristallinen Kreuz- 
gittern nur fiber die beiden anderen k-Werte zu neh- 
men, bei parakristallinen Fadengittern nur fiber einen 
k-Faktor, w/~hrend sich ffir die Streuintensit/i~t eines 
einzelnen Gitterbausteines N 1 = N 2 = N a = 1 aus (2)-(4) 
wie erforderlich ergibt: 

j=f~ If]2. 
Allgemein vereinfaeht sich (4) darum an der durch (6) 
gegebenen Bereiehsgrenze der eigentlichen Reflexe zu 

J2=f~[f[2NZwr, Zwr=l-I~e l+Fk k (7) 
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Z~(b), der Gitterfaktor des Parakristalls, ist eine 
Ortsfunktion im Fourierraum. Es ist auffaUend, dass 
sieh an der durch (6) gegebenen Bereiehsgrenze die 
GrSsse der Parakristallito in keiner Weise auf den 
relativen Verlauf der Streuintensitat auswirkt (nur ffir 
N~ = 2 odor 3 odor 4 tri t t  ein kleiner, im Folgenden zu 
vernachl~sigender Effekt der ParakristallitgrSssen 
auf). Erst nahe genug bei b = 0 treten, falls iiberhaupt, 
Reflexe auf, die je nach der besonderen GrSsse der 
statistischen StSrungen als ' Kristallreflexe' ansprech- 
bar sind, also etwa aus ihrer Breite nach der 
v. Laue'schen Methode die GrSsse der Parakristallite 
zu borechnen gestatten. 

~ . . .  , ~.' ", . ' ~  . , . "'x 7 . .  

Abb. 2. Verlauf der Ortsfunktion ilk(b) entsprechend Glei- 
chung (8) l~ngs einer durch b=O gehenden Ebene im 
Fourierraum,. in der auch a k liegt (schematisch). Die 
Schw~rzung ist proportional zu /?k(b). - . -  Bereichsgrenze 
der eigentlichen Reflexe (Gleichung (6)), ausserhalb dieser 
Grenzo erreicht/?~ schliesslich seinen Endwert 1 (hellgrau 
gezeichnet). 

Hier interessiert zun~chst allein der Intensit~ts- 
verlauf im Gebiet der durch (6) gegebenen Boreichs- 

• ~ . / . 1 "  grenze dor el~ =~:~ehen Refloxe. Sie ist in Abb. 2 
schematiseh in einer durch b =0  gehenden Ebene im 
Fourierraum als strichpunktierte Linie dargestellt. 
Die Ortsfunktion 

1 +Fk 
/?k(b) =~2e l _ F k  (8) 

stollt sich als eine Sehaar yon seheibehenartigen Go- 
bflden dar, clio in der N~ho yon b = 0 unondlich schmal 
und £quidistant parallel orientiert auf einander folgen, 
sieh bei Ann~herung an die Bereichsgronze (6) aber 
hnmer mehr versehmieren und im allgemeinen Fall 
vorzerren, um ausserhalb dieser Grenzo vSllig in ein- 
ander zu verlaufen, sodass dort fl(b) bald soinen Grenz- 
wert 1 erreieht hat (hellgrau in Abb. 2 markiert). Man 
kann n~mlich, wio weiter unten gezoigt wird, den 
Statistikfaktor in der Form ansehreiben: 

F~(b) = I Fk(b) I e-2"~(b~k), (9) 

was ftir Koordinationsstatistiken mit Symmetriezen- 
trum strong sogar im ganzen Fourierraum gilt. Die 
Mitre der Scheibchen ist also durch 

(bak) =hk 

gegeben, wobei hk, eine ganzo positive oder negative 
Zahl ist und einem Miller'schen Index entsprieht. Die 

Seheibchen stohen im Fourierraum sonkrecht zu ak 
und haben an dor Bereichsgronze (6) oinen Maximal- 
wort 

/?k(b) = (1 + 0,3)/(1 --0,3) = 1,9 

w~ihrond dort zwisehen je zwoi Seheibchen ein Minimal- 
wort 

/?,(b)_ = ( 1 -  0,3)/(1 +0,3)= 1/1,9 

orreicht wird. Demnach unterseheidet sich auch die 
an dieser Grenze durch (7) gegebene Strouintensit~t 
zweier benachbarter Reflexo yon dora zwisehen ihnen 
liegenden diffusen Untergrund um etwa das vierfache. 
Da der Gitterfaktor durch die Multiplikation dreier 
derartiger nichtkomplanarer Scheibchenschaaren ent- 
steht und entsprechond (7) proportional zur Streuin- 
tensit~t ist, so kann man umgekohrt aus dor Beobaeh- 
tung zweier Reflexe (h 1 h 2 h3) und (h 1 + 1 ,h~,h3), zwischen 
denen der Untergrund etwa ein Viertel ihrer Maximal- 
intensitiiten betr£gt, den Schluss ziehen, dass dort die 
Bereichsgrenze I Fl(b) [= 0,3 erreicht ist. Gleiches gilt 
ftir F~ bei zwei 'zusammengewachsenon' Reflexon 
(hlhgha) und (hl,h~+ 1 ,h3) usf. Fiir eine genauere Dis- 
kussion ist allerdings aueh dor dureh die diffuse Kom- 
ponento J t  entspreehend (3) orzeugto Untergrund mit 
in Rechnung zu stellen und zu berticksiehtigen, dass 
aueh dor Bausteinfaktor f(b) yon Reflex zu Reflex 
_~mdorungen erleidet. Derartige Feinhoiten spielen aber 
bei dem weiter unten entwickelten N£herungsver- 
fahren eine nur recht unbedeutendo Rolle, wie iiber- 
haupt die durch den Zahlenwert 0,3 in (6) definierte 
Bereiehsgrenze eine gowisso Willkiir in sich einsehliesst. 
Wiirde man z.B. dort einen Zahlenwert 0,2 einftihren, 
so unterschieden sich zusammengewaehsone Reflexe 
nur etwa um das Doppelte von dem sie verbindenden 
Untergrundsattel. Die weitere Auswertung naeh dem 
nachher beschriebenen N~herungsverfahren ~ndert 
sich dadurch nur in Nebons~chlichem, sodass wir hier 
beider Definition (6) verbleiben wollen. 

3. Die Gulnier'sche N~iherung fiir die 
Koordinatiomstatistik 

In diesem Absehnitt sei eine homogene Koordinations- 
statistik betrachtet, die also nur einen Maximalwert 
kennt. Einfachheitshalber sei hier der Index k weg- 
gelassen. 

Man kann den Statistikfaktor in der Form schreibon: 

e-2..b  f H(x) dvx. F(b) 

Setzt man u=21rlb I, 21r(bx)=uxb, (10) 
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wobei Xb die Projektion yon x auf die Richtung yon b 
ist, so finder man durch Reihenentwicklung der Ex- 
ponentiaffunktion im obigen Integrandon: 

U2 U 4 
F(b)--e -2"i(b-~) 1-~. .  (Xb--ab)~ ÷~.I. (xb-ab) 4 -  ... + ... 

q~3 

Der Summand mit u versehwindet stets wegon (5), alle 
anderen Summanden mit ungeradem Exponenten 
j edoeh nur ftir Koordinationsstatist, iken mit Sym- 
metriezentrum (sieho (9)). Fiihrt man zur Verein- 
faehung ein 

~".(x~l=(x~-a~)~, (111 
so ergibt sich allgemein, wie man durch Reihenver- 
gleich sofort bestCtigt: 

F(b)=e-2"i(b~){exp ~ - - ;  A~(Xb)] 

+ Summanden mit u a, u4,...}. (12) 

Diese N~herung entspricht ffir 5 =0  vSllig einer von 
Guinier (1939) bei der Betrachtung der Streuintensit~it 
yon amorphen Elektronenhaufen gegebenen. Es sou 
an einigen Beispielen homogener Statistiken gezeigt 
werden, dass diese NCherung (12) in vielen F~£11en 
zum mindest im Bereich der eigentlichen Reflexe eine 
ausserordentlich gute ist. 

1. H(x) ist eine Kugel-Stufenfunktion 

Es sei H(x) = 
~ far Ix-al<3.  

Ffihrt man im physikalisehen Raum Kugelkoordinaten 
r, ¢, ~, ein, so ist nun 

3 C'~ /'" 
IF(b) [ =2-~J0 drjo e-iurc°SVr2sinvdY" 

Die Integration fiihrt sofort auf die bekannte Kugel- 
streufunktion 

sin u S -  uS cos u3 F(b) = e -2"i(b~) 3 (13) (u3) 3 

Umgekehrt ist hier 

3 ~ 32 (32-r2)r2dr=--~. 

Setzt man dies in (12) ein, folgt durch Reihenentwick- 

lung: (u3) 2 (u3) 4 (u3) 6 

lY(b)l--1--]5-~ 2oo 600o ÷ ' ' ' '  

wiihrend sich aus der Kugelstreufunktion ergibt: 
(u3) 2 (u3) 4 (u3) e 

IF(b)[= 1 - - - i O  -~ 280 1512~ ÷ .... 

Innerhalb der Bereichsgrenzen (6) stimmen beide 
Funktionen auf _+ 0,03 genau mit einander iiberein. 

2. H(x) ist eine Prismen-Stufenfunktion 
Ein sehiefwinkliges Prisma mit den Kantenvektoren 

231, 232, 23 a liege mit seinem Mittelpunkt bei x=~.  
Es sei 

0 

H(x) = ~ 

ftir alle ausserhalb dieses Prismas 

endigende Ortsvektoren x, 

- -  fiir allo anderen Vektoren x. 
1 

8(S~S~33) 
Es ist dann 

F(b) =e -2"i(b~ sin (U31b) sin (U32b_______) sin (U33b_______)) ' (14) 
u3:b U32b U33b 

wobei wieder 3rb die Projektion des Vektors 3r auf die 
Richtung von b bedeutet. Betrachtet sei zun~chst eine 
Raumrichtung b, die senkrecht zu den Kanten 31 und 
3, steht. Fiir sie ist also 

i.F(b) i_sin (u3~______)) 
U33b 

413132 ] f;,a 3a~-b 
und A~(xb)=8(313233 i 2.j , r2dr=--3 --. (15) 

Dios in :N~herung (12) eingesetzt ergibt nach Reihen- 
entwicklung: 

I~(b) l=l  (U33b)2-÷ (U33b)4 (U33b)6+ 
6 72 ] 296 " '" 

w~hrend ftir die exakte Prismenstreufunktion (14) 
folgt: 

I F(b)]=l (u33b)" ~ (u3z~)4 (U3zb)6 
6 120 504~ + .... 

Auch diese beiden Ausdriicke stimmen innerhalb der 
Grenzen (6) auf _+ 0,09 genau mit einander iiberein. 

Und schliesslich sei die Prismenstreufunktion (14) 
l~ngs einer Raumrichtung 

h=31b=32b =33b 
betrachtet. Sio ist dort gegeben dureh 

IF(b)l L ~h J" 
Eine elementare Ausrechnung yon (5) ergibt in dieser 
Richtung ffir das mittlere Schwankungsquadrat: 

A~(Xb)=h 2, (15a) 

was mittels der Guinier'schen l~herung (12) ftihrt auf 
(uh) 2 (uh) 4 (uh) 6 

IF(b) l= 1 - - - ~  8 4~  -+ .... 

Fiir die Prismenstreufunktion selbst ergibt sich nach 
Reihenentwicklung 

(uh) 2 (uh)~ (uh)6 
I F(b) I - - 1 - - 2  ~ 9,2 12---0 -+  .... 

Auch hier arbeitet die N~herung (12) innerhalb des 
Bereiches der eigentlichen Reflexe auf _+ 0,03 genau. 
Sie erweist sich damit fiir sehr viele Koordinations- 
statistiken als vSllig ausreichend, solange man sich 
nur auf einen Streuwinkelbereich innerhalb der 
Grenzen (6) beschr~nkt. 
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Schlocht wird die Guinier'sche N~horung aber immer 
dann, wenn man Koordinationsstatistiken mit aus- 
gepr~gteren Nebenmaximis betrachtet. Ist H(x) etwa 
durch eine der Kugelstreufimktion (13) im physi- 
kalischen Raum entsprechendo Ortsfunktion gegeben, 
so ist dann, infolgo des reziproken Charakters der 
Inversfouriortransformation ~-~, [F(b) l eino Kugel- 
stufenfunktion, deren Mittelpunkt bei b = 0 liegt: 

{~ fiir Ibl>bo, 
[F(b) l -  far Ib]<<.bo. 

Dabei ist b 0 ein positives Skalar mit um so kleinerem 
Wert, je verschmiorter die Koordinationsstatistik ist. 
J~mlichos gilt, falls H(x) oino Besseffunktion ist. 

Da in der Natur aber moistens mit Koordinations- 
statistiken mit nur einem Hauptmaximum zu rechnen 
ist, so beschr~nkt sich die weitere Betrachtung allein 
auf solche Statistiken, ffir die dann die Guinier'sche 
N~herung im Beroich der eigentlichen Refloxe vSllig 
ausreichend gonau ist. 

4. Schwankungstensor und allgemeine N~iherung 
War im vorangehenden Abschnitt gezeigt wordon, class 
sich die Guinier'sche N~herung (13) fiir die in Frage 
kommenden Koordinationsstatistiken l~ngs jeder be- 
liebigen durch b-- 0 gehenden Geraden im Fourierraum 
bew~hrt, so soll nun eine allgemeingfiltige N~herung 
~bgeleitet werden, die alle Raumrichtungen explicit 
enth~lt. 

Zweckm~ssig geht man hierzu etwa yon der Pris- 
monstreufunktion (14) aus. Es ergibt sieh durch 
Reihenentwicklung*: 

(2.)~ 
1 -[  F(b) 1--- ~ [(b$1) ~ + (b3o) 2 + (bSa) ~ 

+ Summanden mit b a, b ~, .... 

L~ngs dor Boroichsgronze ]F(b)[=O,3 tiborstreicht 
dor Ortsvektor b somit im Fourierraum ein dreiach- 
siges Ellipsoid, wenn man--was moist erlaubt ist--die 
Summandon hShoron Grades yon b vernaehl~sigt. 
Damit die Guinier'sche N/~herung (12) nun zum mindest 
in den oben betraehteten Raumriehtungen Gtiltigkeit 
hat, ergibt sieh ftir sie 

IF(5) l=exp ----~. [(5~D~+(b&.) ~+(b~)~] . (16) 

Um aber aueh yon den speziollen, bei dieser Ableitung 
benutzten Vorstellungen oines sehiofwinkligen Prismas 
freizukommen, fiihrt man in (16) wieder gem/iss (15) 
die mittleren Sehwankungen (11) ein und finder dann 

F(b) = e -~'i(b~) e -2"~(~rb)~, (17) 

wobei der Schwankungstensor ~-- in orthogonalen 
Koordinaten mit den Einheitsvektoren s~ die folgenden 

* Diese Naherung wurde bereits frtiher (Hosemann, 1950c) 
fiir den eindimensionalen Fall abgeleitet, wobei in der dortigen 
Gleichung (12) start A2(x ) aber irrtiimlich gx=A~(x)/~, gesetzt 
w a r .  

Komponenten hat (hier und im Folgonden statt  A~ 
etsts einfach nur A gesehrieben): 

[Aall Aal2 Aala~ 

3"=|Aa21 Aa29 Aug a / .  (18~ 
\Aaax Aaa~ Aaaa/ 

D:tickt man ihn mittels dyadischor Produkte aus, so 
l~sst er sieh schreiben 

3" = s 1. Aa 1 + 89. Aa 2 + s a. Aa a. (19 

Dor Sehwankungsvoktor Aa I hat in dem betraehteten 
orthogonalen Koordinatensystem (sls2sa) die Kom- 
ponenten Aan, Aa12 , Aals usf. 

Durch skalare Multiplikation des reziproken Voktors 
b mit dem Postzedenten des Sehwankungstensors ir 
(19) ergibt sich ein dimensionsloser Vektor 

(J'b) = sl(bAal) + s~(bAa~) + sa(bAaa). (20) 

Sein quadrierter Betrag tritt in der allgemeinen 
Naherung (17) des Statistikfaktors auf. Die Uberein- 
stimmung yon (17) mit (16) ist also vollstandig, wenn 
man dabei (15) und (15a) beriieksiehtigt. 

8~, ~'~ 

Abb. 3. Zur Bereetmtmg der Haupt~ehw~drtmgen Aa[l= ~ .  
und Aa~9=½~ einer zweidimensionalen Koordinations- 
statistik, die die Gestalt eines Stufenpaxallelogramma mit 
den Seiten 20 x und 208 hat (vgl. den Text). 

Da die Bereichsgrenze, wie oben erw~hnt, die 
Gestalt eines Ellipsoides hat, ist o~- stets ein sym- 
metrischer Tensor, es ist also 

(b3-) = (3-b) 

odor Aa19= Aa21, Aa2a=Aaa~, Aaal =Aala. 

Durch Wahl eines geeigneten orthogonalen Koordina- 
tensystems s'r, das parallel den Hauptachsen des 
Schwankungstensors liegt, vereinfacht sich dieser in 
bekannter Weiso zu 

= Aa~ 0 . 
0 Aaaa 

Beispielsweise bestimmt man dieses Hauptachsen- 
koordinatensystem ftir das oben besprochene Paralleh 
piped sehr leicht durch die seehs Bedingungsgle 

chungen: ( 0 f'ar r4=s, 
] t n 3',~3'~s= 3Aar r fiir r =s.  

Abb. 3 zoigt die geometrische Bedoutung dioser Fol 
derung fiir den zweidimensionalen Fall oines Paralle]o- 
grammes. Die eine Hauptachse liegt zwischen d: 
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1/£ngeren Diagonalen und der 1/£ngoren Kantensoite, die 
andere entsprechend zwischen den beiden kiirzeren 
Bestimmungsstiicken des Parallelogrammes derart, 
dass die beiden Seiten des Parallelogramms selbst 
Diagonalen zweier Rechtecke sind, die gleichen F1/i- 
cheninhalt und Seitenfl/~chen parallel zu den Tensor- 
hauptachsen haben. 

Es gibt offensichtlich eine unendliche Mannigfaltig- 
keit yon Parallelepipeden der gleichen Hauptachsen- 
schwankungen Aa~r. Ebenso gibt es natfirlich auch 
eine unbeschr/inkte Anzahl weiterer spezieller Ko- 
ordinationsstatistiken dieser gleichen Hauptachsen- 
schwankungen. Alle dieso Isomorphien in Bezug auf 
den Schwankungstensor interessieren im Folgenden 
aber nicht, da sich in dem meisten F/~llen im Bereich (6) 
der eigentlichen Reflexe in guter Niiherung nur die 
Komponenten (18) bezw. (19) des Schwankungstensors 
im R6ntgendiagramm bemerkbar machen. 

Interessant ist schliesslich noch die Frage, wie die 
Koordinationsstatistik beschaffen sein muss, um im 
ganzen Fourierraum exakt den durch (17) gegebenen 
Statistikfaktor aufzuweisen. Die einzig m6gliche 
L6sung finder man leicht, wenn man (17) im Haupt- 
achsenkoordinatensystem s' r ausdriickt: 

F(b) = exp [ - 27ri(bS)] 
t , 2 A  2 t ~ t 2 A  2 t ~ × exp{--27r2[b~eA2a~l +02 zx a22+o a ~ a331~. (21) 

Beachtet man nun, dass 

f +: exp [- ' /(bl- fl)2] dbl = J ;  

fiir beliebige komplexe Werte yon/? und y ist, so ergibt 
sich durch Invertransformation aus (21) sofort: 

/ ! - - t \  2 ~ 1 IXr-aQ| H(x)- ~ , , ,exp _ 1  (22) (2.) Aa Aa /'a  / I 
Es ist dies also eine dreiachsige Gauss'sche H/~ufigkeits- 
verteilung. Da sic ein Symmetriezentrum bei x = ~  
aufweist, nimmt ihr Statistikfaktor die schon wieder- 
holt besprochene Form (9) an und ist im ganzen 
Fourierraum exakt durch (21) gegeben.* Insbesondere 
ist (21) im Bereich der eigentlichen Reflexe der Statis- 
tikfactor jeder sieh nicht allzusehr yon der Gauss'schen 
Form (22) unterscheidenden Koordinationsstatistik in 
dem oben an verschiedenen Beispielen erl~tuterten 
Sinn, entspricht also der Gauss'schen Niiherung der 
Fehlertheorie. 

5. Zusammengewachsene Reflexe und ihr Zusam- 
menhang mit dem Schwankungstensor 

Beobachtet werde auf irgendeinem vorgegebenen 
R6ntgendiagramm, dass die Reflexe (hlh2h3) und 

* In einer friiheren Untersuchung (Hosemann, 1950a) ist 
irrt timlichor Weiso im E xponenten der N~herungsgleichung (17) 
start 2~ 2 nur 2~r geschrieben worden. Doch behalten alle 
spKteren dort abgeleiteten Gleichungen ihre Gtiltigkeit, wenn 
man behelfsmassig Ax k durch ~/~(x~--~)½ und gk durch 

~ ~/(~-~k 2) definiert. 
X k 

(h 1 + 1 ,h 2,h3) SO stark in einander zerflossen sind, dass 
der zwischen ihnen liegende Sattelwert des diffusen 
Untergrundes etwa 25~/o ihrer Maximalintensit/~ten 
betri~gt. Nach Gleichung (7) und Abb. 2 liegen sic 
darum offensichlich an einer b-Stelle im Fourierraum, 
we ]Fl(b ) I etwa den Wert 0,3 erreicht hat. Falls hier 
in gleicher Weise auch die Reflexe (hlh2h3) und 
(hrh 2 + 1,h3) in einander verwachsen sind, ist hier gleich- 
falls die Bereiehsgrenze ]F2(b ) I= 0,3 erreicht. Abb. 4 
gibt in den Kleinwinkelnebenmeridianreflexen (400), 
(410), (420) ein Beispiel fiir den ersten Fall, in den 
Reflexen (3,17,0), (3,19,0) und (4,18,0) ein Beispiel 
ftir den zweiten Fall (vgl. auch Abb. 8 (a)). 

Beschr~nken wit uns hier auf die Diskussion des 
ersten Falles, wobei wieder zur Vereinfachung der 
Index k=  1 weggelassen werden soil. Der reziproke 
Ortsvektor b ist naeh dem Bragg'schen Reflexions- 
gesetz, das in entsprechend erweiterter Form auch im 
Bereich der eigentlichen Reflexe bei Parakristallen 
gilt (Hosemann, 1950c), in einem derartigen eigent- 
lichen Reflex darstellbar durch: 

b=sa he -d" 

Dabei ist sa ein Einheitsvektor, der in der Normalen- 
richtung der den Reflex erzeugenden Netzebenenschaar 
weist, d der mittlere statistische Abstand benachbarter 
Netzebenen und ha die h6here Ordnung des Reflexes, 
also gegeben dutch den gr6ssten gemeinsamen Teller 
der Miller'sehen Indizes (hlh2h3) dieses Reflexes. 
Werden die Komponenten des Schwankungstensors ~-- 
vom Koordinationsvektor a wieder dureh (19) be- 
zeichnet, so ist der Vektor (s J - )  gegeben durch 

(SAY) = Sl. Aal a + s2. Aag.a + s a. Aaaa, 

we Aaxa die Komponente yon Aa~ in Richtung der 
Netzebenennormale sa ist usf. Also ist die dimensions- 
lose Gr6sse (b~--) 2 gegeben dutch 

(bJ )2=~A2aa  mit Aaa=~/(A2al~+A2a2a+A2aaa). (23) 

Offensichtlich ist Aaa die mittlere statistische Schwan- 
kung des Koordinationsvektors a in Richtung der 
Netzebenennormale sa. Bezeichnet man ferner mit 

Aad 
ga-- d (24) 

seine mittlere relative Schwankung (bezogen auf die 
Netzebene nach deren Riehtung und Netzebenen- 
abstand), so gilt* fiir die Bereichsgrenze IF(b) [=0,3 

. . . . . . . . . . . . . . .  

* Statt des Zahl~nwertes 0,246 ist in einer friiheren Unter- 
suchung (Hosemann, 1950a) ein Wert 0,4 angegeben. Er 
betri~gt entsprechend der vorigen Fussnote das ~/~r-fache des 
Wertes in (25). Auch die damals beroits besprochenen Max- 
well'schon Statistiken ergeben, obwohl sic sich z.T. erheblich 
von einer Gauss'schen Verteilung unterscheiden, an der 
Bereichsgrenze (6) einen ~Zahlenwert yon 0,22 bezw. 0,19, der 
gut mit dem in (25) abgeleitoton iibereinstimmt. 
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Abb. 4. Kle inwinkel rSntgendiagramm vom 
/?-Keratin des Kieles einer SeemSwenfeder 
(Bear & Rugo). Faserachse liegt parallel 
der Zeichenebene in der Vertikalen. Cu K a  
Strahlung.  

o 

Abb. 5. Kle inwinkel rSntgendiagramm yon 
a-Kera t in  der Stachelspitze des afrikani- 
schen Stachelsehweins (Bear & Rugo).  
Faserachse liegt wie in Abb. 4. Cu K a  
Strahlung.  

Abb. 6. Wei twinkel rSntgendiagramm veto 
Kollagen einer K•nguruhschwanzsehne 
luf t t roeken (Bear & Rugo).  Faserachse 
liegt wie in Abb. 4. Cu K a  Strahlung.  

Abb. 7. Kle inwinkel rSntgendiagramm von vers t reckten Polyure than-  
f~ len  (Hess & Kiessig). Faserachse liegt wie in Abb. 4. Cu K~  
Strahlung.  

[To face p. 525 
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des bet rachte ten Koordinat ionsvektors a unter  Be- 
nutzung der N~herung (17)" 

gaha= ; l n  (1/0,3)2~ 9 _0,246.  (25) 

Wenn  also in einem RSntgendiagramm die Reflexe 
(hlhgh3) und (h 1 + 1 ,hg,hz) in einander verwachsen sind, 
so bedeutet  dies nichts anders, als dass die mitt lere 
relative statistisehe Abstandsschwankung ga des 
Koordinationsvektors ax, bezogen auf  die diesen 
Reflex erzeugende Netzebenenschaar der Richtung 
und ihrem Netzebenenabstand nach, den Wert  0,24/h a 
hat,  wobei ha die Ordnung des Reflexes ist. Physi-  
kalisch bedeutet  dies schon friiher (Hosemann, 1950c) 
bei Str ichgit tern besprochene Verwachsen benach- 
barter Reflexe, dass die Netzebenen infolge der 
statist ischen Abstandsverhi~ltnisse so aufgerauht  sind, 
dass das Auftreten sauber yon einander getrennter  
Nachbar  reflexe (hl h2hs)-(h 1 + 1 ,h~ ,hs) (bezw. (hl hghs)- 
(hl,h2.-t- 1 ,ha) oder (hl h~. ha)-(hl,h~,ha.-t- 1) oder aUe im 
Zusammenwirken)  interferenzm~ssig nicht  mehr  m6g- 
lich ist. 

Besonders einfach sind die Verh~ltnisse in Para- 
kristal len mi t  orthogonalen Gitterzellen. Liegen hier 
ni~mlich, was meist  der Fal l  sein diirfte, die Haupt-  
achsen aller drei Schwankungstensoren parallel zu den 
mit t leren Gitterzellenkanten, und  nennt  m a n  verein- 
fachend Aa19 die Hauptachse  Aa'~ des Koordinations- 
vektors a I usf., so erh~lt m a n  aus der Betrachtung der 
zusammengewachsenen Reflexe (hlOO)-(h I + 1,0,0) die 
mitt lere relative Schwankung des Betrages von a 1 

durch Aa n 0,24 
gl---- dl hi (26) 

Aa~ 2 0,24 
und  entsprechend g~= _ = 

a~ h 2 
aus der Betrachtung des Reflexpaares (0hs0)- 
(0,h2+ 1,0) usf. Aus den zusammengewachsenen Re- 
flexen (0h20)-(lhs0) aber gewinnt m a n  die mitt lere 
Schwankung yon al  in Richtung ss 

Aal~ 0,24 

a2 h2 " 
Multipliziert m a n  diesen Ausdruck mit  dem Quotienten 
der aus den Reflexlagevermessungen bekannten  Werte  
yon ~ und ~2, so bekommt  m a n  so den mit t leren 
Schwankungswinkel  yon a 1 in Richtung s~: 

/712- ~:  a12- 
t 

0,24 
(27) 

al h2 ~1" 
In  gleicher Weise bes t immt  man  aus den zusammen- 
gewachsenen Reflexen (00hz)-(10h3)den mit t leren 
Schwankungswinkel  yon a 1 in Richtung s 3 

/?~a= A~I~- 0'24 a~ 
al  ha a l '  

und in ~hnlicher Weise auch die Schwankungswinkel  
f l~,  /?~a usf. Zweekm~£ssig multipliziert  m a n  die 
Zahlenwerte (26) mi t  100 und gibt so die mitt lere 
relative Sohwankung !/e des Betrages eines Koordina- 

t ionsvektors ak in Prozenten an, w~hrend m a n  (27) 
mi t  360/27r mult ipl izieren kann,  u m  so die mit t leren 
Schwankungswinke l /?~  des Koordinat ionsvektors  ak 
in Richtung sr zu erhalten: 

o 24 

g~( Y°)=V~' l o 14~ / (28) 

Hierzu seien im Folgenden einige Beispiele gegeben und  
nochmals darauf  hingewiesen, dass in (26) und  (27) 
Aa12 die Hauptachsenschwankung der Riehtung s9 des 
Koordinationsvektors a 1 bedeutet  (w~hrend in (18) 
unter  Aa12 die Schwankungskomponente  yon Aa i in 
Richtung s9 ffir irgendeinen beliebigen Koordinations- 
vektor vers tanden war, wobei dort der allgemeinere 
Fal l  behandel t  wurde, dass die Hauptaehsen  der 
Schwankungstensoren irgendwie gegen die mi t t leren 
Kantenvektoren  der Gitterzellen verdreht  waren). 

6. Auswertung einiger RSntgen-Kleinwinkel- 
diagramme* 

Voraussetzung des Verfahrens ist es, dass die R6ntgen- 
d iagramme nicht  zu reflexarm sind (Abb. 4, 5, 6). 
Ausserdem miissen die Parakris tal l i te  zum mindest  in 
Bezug auf  eine Achse (Faserachse) mSglichst gut  
orientiert  sein. Bei mangelhafterer  Faser textur  ver- 
sehmieren sich vor allem die Meridianreflexe so stark 
l~ngs ihrer Debyekreise, dass oft nicht  mehr  mi t  
Sicherheit zu entscheiden ist, in wie welt dort verwaeh- 
sene Reflexe existieren. 

Besonders geeignet ftir eine vereinfachte Auswertung 
naeh § 5 scheinen uns die Kle inwinkelaufnahmen yon 
Bear & Bolduan (1951a, b) und  yon Bear & Rugo 
(1951) an  verschiedenen faserigen Proteinen zu sein. 
Nicht  nur  verwandten sie extrem feine Lochblenden- 
s y s ~ m e  (Netzebenenabsti~nde bis etwa 1000 A. sind 
erfassbar), sondern es wurde auch grosse Sorgfalt auf  
die PrEparierung mSglichst reiner Substanzen ver- 
wendet. Das yon Hess & Kiessig untersuchte  Poly- 
ure than  ist dahingegen trotz besonderer thermischer  
und  mechanischer Behandlung doch immer  noch so 
reflexarm, dass die hier benutzte Auswertung ohne 
Photometr ierung nur  gewisse Anhal tswerte  fiir die 
statist ischen Git terparameter  zu gewinnen gestattet .* 

* Herr ProL Bear und Herr ProL Hess und Dr Ing. habil. 
Kiessig waren so freundlich, einige z. T. noch nicht verSffent- 
liehte Kleinwinkeldiagramme zur VerFdgung zu stmllen, wofiir 
ich ihnen an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aus- 
sprechen darL Bei der hier dargestellten Auswertung wird 
die Intensit~t der Reflexe ebenso wenig wie einige spezielle 
Feinheiten ihres relativen Verlaufes diskutiert. Letztere 
fiihren auf das Modell einer 'mixed perfect and imperfect 
fibril' (Bear & Rugo, 1951), und werden an anderer Stelle 
eingehend behandelt werden. Die Makrozellen der folgenden 
Darstellung entsprechen beim Federkeratin, Stachelkeratin 
und Polyurethan den Micellen im Sinne yon Bear & Rugo, 
beim Kollagen den etwa 650A. langen und 10A. dicken 
Segmenten der 'subfibrillar filaments' yon Schmitt & Gross 
(1948), wie sie in ahnlieher Weise aueh in der Theorie tier 
'compound fibril' yon Bear & Bolduan (1950, 1951a) 
Bedeutung erlangen. 
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Die Aufnahmen waren mit Cu Ka Strahlung ge- 
macht. Der Abstand Film-Pr&parat betrug 80 mm. 
(Abb. 4 und 5) bezw. 50 ram. (Abb. 6) bozw. 200 mm. 
(Abb. 7). 

Zur besseren Orientierung ist der obere rechte 
Quadrant dieser Diagrammo nochmals schomatisch in 
den Abb. 8 (a)-(d) dargestellt, woboi nur die wesent- 
lichen 'diskontinuierlichen' Reflexe wiedergegeben 
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physikalischon Raumes (A.) angogeben. Schliesslich 
ersieht man aus Tabelle 1 alle statistischen Hauptwerte 
dieser zum mindest in der (as, a/)-Gitterebene ortho- 
gonalen parakristallinon Makrogitter und die nach 
Gleichung (27) gewonnenen mittleren Schwankungs- 
winkel der Makrozellenkanten. 

Dabei bedeutet ~ r ,  ~ die mittlere Zahl yon Makro- 
zollon l&ngs der Faser bezw. in einer Querrichtung dazu, 

I'--- - ~ ~ Illltlll ~f 

1: ! l,,,,i wIllIIII',",,x 01A-4 \ 200- ll:lllllll,g]l I 154 l l ~ n l l ~ l ~ l ~ , . , ~ f . ,  ' ". , 
IIIIIII lllllllm IIIIIIIIIIII I I ~ ( I I I I ~  ,I'I I! ,, I i 

12- l l l l iL  lllllll llllllllllll ~ • ,~u- 11 !,i ;l]. l , ] II~ ,l~,~,i 
\ II " I'I ~--']H Jll, lil~ " ~ 8 '1" J i[ Ji 

""  '"""'"'" ,1~ ~11111 2 IIIIIIIIIIIt1111 12o- - - - .  ,,.,,.i,i~,il 

1 2 3 4 h s - ~  (b) 6 8 h,--~- 0 1 2 1 h= - - ~ -  

(a) (c) (d) 

,::, T::. 
- - - -  r - - - - ,  40A. 

C~5" 

49.~A. 400 IA" 

~r J o o 

. . . . .  10A.  

(e) (/) (g) (h) 
/?-Keratin ~-Kera t in  Kollagen P o l y u r e t h a n  

Abb. 8. Auswer tung  der  R6n tgend i ag ramme  der  Abb. 4 (hier (a) und  (e)), Abb. 5 (hier (b) und  (f)),  Abb. 6 (hier (c) und  (g)) und  
Abb. 7 (hier (d) u n d  (h)). (a)-(d) stellt schemat isch  die diskont inuier l ichen Reflexe aus den Abb. 4--7 bei idealer F a s e r t e x t u r  
dar. h s und  hf Miller'sche Indices  der  Makrogit terref lexe senkrecht  und  parallel der  Faser.  - -  • - : Bereichsgrenze [Fs(b)l = 0,3; 
- . - :  Bereichsgrenze [Ff(b)1=0,3. (e)-(h) gibt  die mi t t l e ren  Makrozellen mi t  den Schwankungsel l ipsoiden ( ) d e r  
Zel lenkanten  en tsprechend  Gleichung (23), ( . . . .  ) vierfache VergrSsserung "der Schwankungsell ipsoide.  Die G i t t e rkan te  
a s yon  Kol lagen und  ihr Schwankungs tensor  ist im Abb. 8 (g) zehnfach vergr6sser t  dargestel l t .  

sind und die Einfliisse mangelhafter Fasertextur ont- 
sprechend korrigiert wurden. Die Miller-Indizes 
(hshfO) sind am Rand der Quadranten als Skala 
angegeben. Dabei liegt die Achse s senkrecht zur 
Faser, die Achse f parallel der Faser, w&hrend Reflexe 
h 3 = 0 allem Anschein nach nicht in Erscheinung treten, 
im Folgenden jedenfalls nicht diskutiert sind. In den 
Abb. 8(e)-(h) sind die mittleren Makrogitterzellen 
und die Schwankungsellipsoide (Gleichung (23)) in der 
Gitterebene (a~, a/) dargestollt, woboi bisweilen der 
vierfache Wert der Schwankungen Aa~ punktiert einge- 
zeichnet ist. In den oberen vier Teilbildern von Abb. 8 
ist ausserdem der Massstab des reziproken Raumes in 
A. -1, in den unteren vier Teilbildern derjenige des 

die sich zu einem Parakristall zusammenlagern, und L I 
bezw. L8 die mittleren Ausdehnungen dieser Para- 
kristallite in den beiden Richtungen. 

Auffallend ist zun&chst an den in Abb. 4-7 darge- 
stellten Kleinwinkeldiagrammen, dass offensichtlich 
nur Reflexe (hsh10) zur Beobachtung gelangen. Es ist 
zu vermuten, dass der Koordinationsvektor a 3 in der 
noch fehlenden Dimension statistisch so stark schwankt 
(g8>0,3), dass entsprechend (25) alle Reflexe h3~0 
bereits weir ausserhalb der Bereichsgrenze (6) des 
Statistikfaktors F 3 liegen, also von einem diffusen 
Untergrund verschluckt sind (FestkSrper partiell ' vom 
Gastyp'  nach Riley (1944); siehe auch Hosemann, 
1950 a, b). Man hat es also bei allen diesen Diagrammen 
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Tabelle 1. Statistische Gitterwerte verschiedener faseriger Eiweissstoffe 
Index  f l~ichtung parallel, Index  s R i ch tung  senkrecht  zur Faserachse .  (Vgl. Gleichung (26) a n d  (27).) 

/?-Kera$in ve to  Kiel  der  a -Kera t in  v o m  Stachel  Kol lagen v o m  Sehwanz Ge temper te  und  
SeemSwenfeder ,  des afr ikanischen des Kangurus ,  vers t reck te  synthe t i sehe  

lu f t t rocken  (Abb. 4) Stachelsehweins (Abb. 5) unbehande l t ,  Eiweissfaser  
lu f t t roeken  (Abb. 6) (Polyure than ,  Abb.  7) 

d~ (A.) 95 198 655 ~ 70 
as (A.) 34 83 ~ 10 ~ 10 
N~ > 10 > 10 > 40 ? 
z~ s ,-, 4 ~ 2 ~ 80 ? 
L j  (A.) > 950 > 2000 > 20000 ? 
L s (A.) ~ 130 ~ 160 ~ 880 ? 
gf (%) 1 0,6 0,5 > 16 
g8 (%) 5 4 15 > 20 
l?ss (o) 1,4 0,9 0,7 > 10 
l?sf (o) 2 20 7 > 28 
Aaff (A.) 0,95 1,2 3 > 11 
Aass (A.) 2,5 3,5 ~ 8 > 12 
Aass (A.) 1,7 3,3 1,65 > 2 
Aas! (A.) 1,2 29 1,35 > 5 

nur mit einer zweidimensional diskontinuierlichen 
Kleinwinkelstreuung zu tun (Nowacki, 1946), die im 
Fall des Polyurethans infolge seiner sehr grossen Gitter- 
stSrung sogar in eine eindimensional diskontinuierliche 
Streuung entartet. 

Die Bestimmung der mittleren Kantenl~ngen ~f und 
~ erfolgte in bekannter Weise aus der Winkellage der 
Intensit~tsmaxima der Reflexe. Vor allem im re- 
flexarmen Diagramm der Abb. 7 kSnnten auf diese Art 
aber gewisse Fehler immer dann entstehen, wenn die 
Koordinationsstatistiken kein Symmetriezentrum ha- 
ben, deshalb also in (10 a) die Summanden mit u 3, uS, ... 
nieht verschwinden. 

Die Bereichsgrenzen IFs(b) l=O,3 sind in den 
Abbildungen 8 (a)-(d) durch strichpunktierte Ellipsen 
dargestellt. Sie mfissen nach dem in § 5 Gesagten in 
der N~he der verwachsenen Reflexpaare (hsh10)- 
(h~,hf+ 1,0) vorbeiffihren. Beim fl-Federkeratin kann 
man als solche Paare einwandfrei die Reflexe (400)- 
(410) und (410)-(420) erkennen. Auch (3,14,0)-(2,15,0) 
dfirften dazu gehSren, obwohl in Abb. 4 die etwas 
unorientierte Fasertextur schon bei diesen Neben- 
meridianreflexen erheblich st5rt. Bear & Rugo (1951) 
verSffentliehten andere Aufnahmen nur der Meridian- 
reflexe, aus denen man erkennen kann, dass auch etwas 
das Paar (0,24,0)-(0,25,0) verwachsen ist, das in Abb. 4 
als £usserster Weitwinkelmeridianreflex noch gerade 
miterfasst ist. Damit ist die Bereichsgrenze (6) des 
Statistikfaktors F I eindeutig in der ganzen (h3--O)- 
Ebene festgelegt. Beim co-Keratin des Stachelsehweins 
liefern entsprechend die verwaehsenen Reflexe (800)- 
(830) und'(0,38,0)-.(0,39,0)--letzteres ist der &usserste 
Weit~dnkelreflex in Abb. 5--diese Grenzlinie, beim 
Kollagen entspreehend die Paare (100)-(110) bis 
(1,29,0)-(1,30,0) so~de die Reflexgruppe bis (0,80,0). 
Beim p olyurethan schliesslich existiert schon der 
Reflex (020) nicht mehr* und (100) ist so stark gegen- 

. . . .  

* Wie  He r r  Prof.  Hess  und  Dr Kiessig brieflich mit te i l ten ,  
ist ihnen bei gewissen Pr~para ten  auch der Nachweis  des 
l~Ieridianreflexes (020) gelungen, sodass in diesen F&llen mi t  
kleineren Wer t en  von gl (ca. 15 %) zu reetmen ist. 

fiber (000) in Richtung quer zum J~quator verbreitert, 
dass auch hierffir in Abb. 8 (d) die Grenzlinie 
]F1(b) l= 0,3 allerdings mit erheblicher Ungenauigkeit 
eingezeichnet werden konnte. 

In gleieher Weise Nisst sich die Bereichsgrenze 
I F~(b)]=0,3 bestimmen, die gleichfalls in den Abb. 
8 (a)-(d) durch eine Strich-Punkt-Punkt-Linie darge- 
stellt ist. Allerdings macht gerade hier eine mangelhafte 
Fasertextur die Bestimmung ihrer Lage auf dem Meri- 
dian recht unsicher. Doch sieht man z.B. in Abb. 4, dass 
die Nebenmeridianreflexo (2,14,0)-(2,16,0) schon so 
stark in s-Richtung verbreitert sind, dass man hier nahe 
der Bereichsgrenze angekommen sein muss. Die Reflexe 
(3,17,0)-(4,18,0) jedenfalls liegen infolge ihres ausser- 
ordentlich diffusen Charackters sicher schon ausserhalb 
des Bereiches der eigentlichen Reflexe. Beim a-Keratin 
schwanken, wie der Reflex (0,20,0) anzeigt, die grSssten 
Parakristallite wenig in ihrer L~ngsorientierung. 
Trotzdem ist (030) schon so stark quer zurFaserachse 
verbreitert, dass es zweifellos mit (130) verwachsen 
w~re, wenn letzteres in genfigender Intensitiit auftNite. 
Beim Kollagen sehliesslich bilden die Reflexe um 
(0,160,0), (1,170,0), (0,170,0) usf. einen vSllig diffusen 
Schleier, w~hrend (0,80,0) und (1,80,0) sicher noch als 
eigentliche Reflexe anzusprechen sind, sodass die 
Bereichsgrenze ]Fs(b) l=O,3 zwischen diesen beiden 
Reflexgruppen verlaufen muss. Auf dem J4quator 
bietet bei allen Pr~paraten der Abb. 4-6 die Bestim- 
mung ihrer Lage keinerlei Schwierigkeiten. 

Beim/?-Keratin sind die Reflexe (300)-(400) ebenso 
wie (310)-(410) oder (320)-(420) noch recht deutlich 
von einander getrennt, (700)-(800) und (710)-(810) usf. 
dagegen v611ig in einander zerflossen, sodass bier die 
Grenze etwa bei hs=4,5 verlaufen wfirde (Abb. 8 (a)). 
In gleieher Weise sind beim a-Keratin die Reflexe 
(800)-(900) und (730)-(830) v611ig mit einander ver- 
schmolzen, beim Kollagen entsprechend die Reflexe 
(200)-(300), (210)-(310), (220)-(230) usf., sodass sich 
dadurch der Schnittpunkt der in Abb. 8 (b) und (c) 
eingezeichneten Grenzen ( . . . .  ) mit dem J~cjuator reeht 
genau angeben lasst. 
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Es ist nun nicht schwer, mittels der Gleichungen 
(26)-(28) aus den so im (h~ - hl)-Diagramm festgelegten 
:Bereichgrenzen fiir F~ und F I alle statistischen 
Schwankungswerte der Makrozellenkanten auszurech- 
hen (Tabelle 1) und massstabstreu in Abb. 8 (a)-(h) 
aufzuzeichnen. Man sieht, dass mit Ausnahme vom 
Polyurethan alle Kantenl~ngen a I in Faserrichtung 
dem Betrage nach weir wenigor als der Richtung nach 
schwanken. Der Quotient Aa18/Aall hat  ffir diese 
natiirlichen Fibroine Werte zwischen 3 und 4. Die 
Koordinationsstatistik H I hat  also die Gestalt einer 
flachen Scheibe, deren Normale in Faserrichtung 
weist, und dokumentiert durch diese Gestalt fein- 
strukturell das Charakteristische eines Faserstoffes: 
Die Parakristallite eines derartigen Stoffes zeigen nur 
in Faserrichtung gewisse Eigenschaften von Kristallen, 
diese n~mlich allein in Bezug auf die Konstanz des 
Betrages des Abstandes benachbarter Bausteine, 
w~hrend die Richtungsschwankung benachbarter 
Bausteine weit erheblicher ist und damit  schon rein 
feinstrukturell die MSglichkeit yon makroskopisch 
wirksam werdenden physikalischen Eigenschaften 
often l~sst, wie sie bei wirklichen Kristallen niemals 
beobachtet werden kSnnen (Hauptvalenzkettengitter). 

Fiir die Koordinationsstatistiken Hs(x ) der Querab- 
st~nde ergibt sich beim/?-Kerat in und Kollagen ein 
ganz anderes Bild: Hier sind auch die Schwankungen 
der Vektorenbetr~ge Aass bedeutend (gs betr~gt bis zu 
15 % im Gegensatz zu gl, das unterhalb 2 % liegt). 
Ausserdem hat  das Schwankungsverh~ltnis Aass/Aa~8 
hier nur einen Wert nahe 1.* Es manifestiert sich in 
diesen etwa kreissymmetrischen Statistiken deutlich 
der vSllig ander~ Charakter der Nebenvalenzbindungen 
(side chain linkage). Beim a-Keratin hat  wohl auch gs 
einen Wert vom etwa 4 %, dagegen erreicht Aa~1/Aa~s 
einen Wert nahe 9. Die Makrozellen der Parakristallite 
dieses Stoffes sind in Faserrichtung im Mittel um 
Aass = 29 A. gegen einander verschoben. Der im Weit- 
winkelgebiet schon oft besprochene Faltungsprozess 
beim Ubergang vonde r / ? -  in die a-Form findet hier 
eine statistische Deutung. In der a-Form existiert 
feinstrukturell offensichtlich zum mindest in Bezug auf 
die Makrozellen ein bedeutender Freiheitsgrad Aa~1 in 
der Art, wie sich die einzelnen Makrozellen neben 
einander lagern kSnnen. Im Polyurethan schliesslich 
sind die Schwankungen von a~ der Richtung und dem 
Betrage nach noch weir grSsser und selbst a s schwankt 
in einem Mass, wie dies bei den anderen Eiweissen 
nicht zu beobachten war. Das Makrogitter dieses 
synthetischen Eiweisses ist also ausserordentlich stark 
gestSrt, wenngleich es immer noch weit regelmassiger 
als das von vielen Zellulosepr~paraten sein diirfte. 
Hess & Kiessig sprachen nicht von Makrozellen, son- 
dern yon geordneteren und ungeordneteren parakris- 

* Bear & Bolduan (1951 a) geben auf Grund eines Modells 
einen 'mixed perfect and imperfect fibril' aus dem Studium 
des relativen Intensit~tsverlaufes der Kleinwinkelmeridian- 
reflexe I h11__ < 13 fiir trockenes Kollagen in guter Oberein- 
stlmmung und Tabelle 1 einon Wert von Aa~/Aa81= 1,85 an. 
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tallinen Bereichen (Hess & Kiessig, 1943; Kiessig & 
Hess, 1944). Setzt man hier einen derartigen geord- 
neteren Bereich samt der ihm zugehSrigen gestSrteren 
Umgebung einer Makrozelle gleich, so ist im Grunde 
genommen die eine der anderen Beschreibungsweise 
~quivalent. In natfirlichen Eiweissen bestehen haupt- 
s~chlich durch paratrophe Netzebenen hoher polarer 
Bindungsfestigkeit (dipole layers) und durch das lang- 
same und organisierte Wachsen des Raumgitters im 
biologischen Gewebe MSglichkeiten fiir das Auftreten 
yon Makrozellen relativ geringer statistischer GrSssen- 
schwankungen. 

Auch fiber die mittlere GrSsse der aus solchen 
Makrozellen aufgebauten Parakristallite li~sst sich 
allein aus der visuellen Betrachtung der RSntgen- 
diagramme schon manches sagen. Wie man n~mlich 
aus (4) ableiten kann, sind 'ungestSrte '  Reflexe ein- 
deutig an ihrem gleichen relativen Intensit~tsverlauf 
zu erkennen. Auf sie darf  man eine der v. Laue'schen 
Kristallitgr5ssenbestimmung entsprechende Betrach- 
tung anwenden (Hosemann, 1950a, b, c). So haben 
beim /?-Federkeratin der Abb. 4 die besonders gut 
ausgebildeten Meridianreflexe (080) und (0,12,0) etwa 
die gleiche Gestalt ((040) ist in Abb. 4 fiberbelichtet und 
darum nicht auswertbar). Aus ihr ergeben sich die in 
Tabelle 1 angegebenen, roh gesch~tzten Werte fiir die 
mittleren Dicken L8 der Parakristallite quer zur 
Faserachse und die mittlere Zahl N8 der Makrozellen 
in_ dieser Querrichtung je Parakristall. Die ftir LI und 
N I angegebenen Werto dagegen sind nur Minimalwerte, 
da die fiir Abb. 4 benutzten Blenden noch nicht fein 
genug waren, um den Einfluss des Kollimationsfehlers 
eruieren zu kSnnen. Kaesberg, Ritland & Beeman 
(1948) fanden unter Verwendung ~usserst gut paralleli- 
sierter RSntgenstrahlen (Doppelkristallspektrometer), 
dass z.B. fiir feuchtes Kollagen ein Wert von L 1 yon 
mindestens 20,000 A. zu erwarten ist. 

Der relative Intensit~tsverlauf in einem ungest6rten 
Reflex yon a-Keratin quer zur Faserachse l~sst weiter- 
hin erwarten, dass mit entsprechender Hi~ufigkeit auch 
Parakristallite vorkommen, deren Dicke weit unterhalb 
des in Tabelle 1 angebenen Mittelwertes liegt. Genauere 
Auskunft fiber die Gr6ssenstatistik der Parakristallite 
aber kann man erst nach Photometrierung ungest6rter 
Reflexe erhalten, zu denen in jedom Fall der Zentral- 
fleck (=  Reflex 000) geh6rt (Hosemann, 1950 d, e). 

Beim /?-Federkeratin der Abb. 4 wenigstens sind 
alle Nebenmeridianreflexo mehr oder weniger stark 
gest6rt. Mit wachsendem I hs I, I hl I wird ihr relativer 
Verlauf immer verwaschenor, dabei t r i t t  die Spiegel- 
komponente in (4) immer mehr in den Hintergrund 
sodass zum mindest in N~he der Bereichsgrenze (6) die 
Streuintensit~t entsprechend (7) proportional zum 
Gitterfaktor Zwr(b) ist. Gerade beim R6ntgendiagramm 
des/?-Fedorkeratins sieht man sehr anschaulich, wie 
hier die stark gest6rten Reflexe einfach durch die 
Multiplikation zweier aufeinander senkrecht stohenden 
Scharen verschmierter Scheibchen der Abb. 2 entstehen 
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und darum aueh ausserhalb der Bereiehsgrenzen (6) 
g~nzlich ineinander zerfiiessen. Der bei h s = 7 oder 8 
liegende Weitwinkel~quatorreflex zeigt darum keiner- 
lei 'Fe ins t ruktur '  mehr, w~hrend der bei h8 = 7 bis 9 
liegende Weitwinkel~quatorreflex vom a-Keratin der 
Abb. 5 noeh einen geringen 'Mondsiehelhabitus' auf- 
weist (Bear), der davon herrfihrt, dass der Kleinwinkel- 
reflex (730) infolge des Fehlens von (700) etwas aus der 
diffusen Reflexmasse der (800), (830), (900) und (930) 
herausragt. 

Besonders lehrreich ist das Diagramm des Poly- 
urethans (Abb. 7). Denn bier hat  (100) und (010) einen 
v611ig anderen relativen Intensitiitsverlauf als (000), 
sodass nur letzterer als ungestSrter Reflex anzu- 
spreehen ist. Eine Bestimmung der mittleren Para- 
kristallitgrSssen und ihrer GrSssenstatistik ist datum 
auch nur durch Photometrierung des Zentralflecks 
mSglich, wozu RSntgenaufnahmen mit noch weir 
feineren Blendensystemen herzustellen sind. Abet aueh 
durch Photometrierung der fibrigen (hlh~ha)-Reflexe 
und des sie umgebenden Untergrundes wird man erst 
n~here Auskunft fiber den gesamten Verlauf der 
Koordinationsstatistiken gewinnen kSnnen, was dann 
yon Bedeutung sein kann, wenn man sich nicht wie in 
dieser Untersuehung allein mit der Angabe des Schwan- 
kungstensors begnfigen will. Eine derartige Photo- 
metrierung wird auch deshalb unumg~nglich notwen- 
dig sein, um die difft~se Intensit~tskomponente J1 in (3) 
auswerten zu kSnnen, die Einblick in die statistische 
Schwankung Af des Bausteinfaktors (1) verschafft, 
dessen mittleren Verlauf man entsprechend (4) aus der 
Vermessung der Maximal bezw. Integralintensit~ten 
der einzelnen Reflexe in bekannter Weise gewinnen 
kann. 

7. Zusammenfasstmg 

1. Dureh visuelle Auswertung nicht zu reflexarmer 
R5ntgendiagramme gewinnt man mit Hilfe der Theorie 
des idealen Parakristalls die mittleren Gr6ssen der 
Kantenvektoren der Gitterzellen und ihre mittleren 
statistischen Schwankungen. 

2. Die Kleinwinkel-RSntgendiagramme einiger 
natiirlicher und eines synthetischen EiweisskSrpers 
werden nach diesem l~herungsverfahren ausgewertet, 
wobei sich recht charakteristische Untersehiede ffir die 
einzeinen Schwankungstensoren ergeben. 

3. Die Makrozellenkanten der natfirHchen, hier un- 
tersuchten Fibroine, die in Faserrichtung weisen, 
schwanken dem Betrage fast garnicht, der Richtung 
nach aber bedeutender. Offenbar manifestiert sich 
hierdurch schon in kleinsten Dimensionen die makro- 
skopisch wirksam werdende faserige Struktur dieser 
Stoffe. Die Schwankung der untersuchten Makroze]len- 
kante quer zur Faserriehtung ist nur beim/~-Feder- 
keratin verhaltnismassig gering, beim a-Keratin aber 
in Faserrichtung so gross, dass man yon einer nema- 
tischen Nahordnung der Makrozellen sprechen kann. 

Beim Kollagen schwankt diese Querkante dem Betrage 
und der Richtung nach um etwa 1,5 A. und weist so 
auf den gelartigen Charakter dieses Stoffes hln. 
W~hrend alle diese natiirliehen Eiweisse zum mindest 
einen kristallinen Feinstrukturparameter aufweisen, 
sehwanken im Polyurethan alle Makrozellenkanten so 
stark, dass man yon einer Art Flfissigkeitsstruktur mit  
cybotaktisehen Nahordnungseffekten sprechen darf. 

4. Die drei-, zwei- oder eindimensional diskon- 
tinuierliche Kleinwinkelstreuung findet auf diese Weise 
ebenso wie die schon oft beobachtete Feinstruktur yon 
Weitwinkelreflexen und die diffuse Streustrahlung 
eine quantitative Erld~rung in der Statistik der Fein- 
strukturparameter der Stoffe. 

5. Die RSntgendiagramme der besproehenen Stoffe 
best~ttigen, dass die Gittertheorie des idealen Para- 
kristalls zum mindest eine gute N~herung ist, derartige 
Strukturen im physikalischen und im Fourierraum zu 
besehreiben. 

6. Es wird angedeutet, wie man dureh Photome- 
trierung der R6ntgendiagramme nicht nur die Mittel- 
werte und mittleren statistischen Schwankungen der 
Gitterzellen, sondern auch den exakten Verlauf der 
Statistiken der Gitterzellen, Parakristallitgr5ssen und 
Elektronenkonflgurationen in den Gitterzellen erreeh- 
nen k6nnte. 

Die Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaften 
hat  diese Arbeit in dankenswerter Weise unterstiitzt. 
Herrn Prof. Bear bin ich ftir wertvolle Hinweise 
verbunden. 
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